
Somos 4数列の付値と楕円曲線上の局所高さ

内田幸寛

2010年 4月 23日

概要

4以上の自然数 k に対し，Somos k 数列とは，ある双線形漸化式と k 個の初期値で定義される数列であ

る．例えば，楕円曲線の等分多項式から定まる elliptic divisibility sequence (EDS)は Somos 4数列であ

る．代数体上定義された EDSの付値の漸近挙動についてはすでにいくつかの結果が知られており，Somos

4数列についても， Archimedes的付値に対しては知られている．本講演では，Somos 4数列の付値を楕

円曲線上の局所高さで書き表し，その漸近挙動についてより精密な評価を行う．

k を 4以上の自然数とする．数列 {sn}n∈Z が Somos k 数列 (Somos k sequence)であるとは，任意の

整数 nに対して，漸化式

sn+ksn =

bk/2c∑
i=1

αisn+k−isn+i

を満たすことをいう．ここで，bk/2c は k/2 の切り捨てであり，α1, . . . , αbk/2c は定数である．Somos 数列

は，1980年代にMicheal Somosによって，テータ関数との関係から研究された．Somos数列に関する詳細は

Proppによって [10]にまとめられている．まず最も簡単な例を挙げる．

例 1. k = 4, α1 = α2 = 1, s0 = s1 = s2 = s3 = 1とする．このとき漸化式は

sn+4sn = sn+3sn+1 + s2n+2

となる．この数列 {sn} を Somos (4) 数列 (Somos (4) sequence) と呼ぶ（文献によっては Somos-4

sequenceとも呼ばれる）．最初の数項は次のようになる．

. . . , 1, 1, 1, 1, 2, 3, 7, 23, 59, 314, 1529, . . .

漸化式から sn ∈ Qとなることは明らかであるが，実は sn ∈ Zとなることが証明されている．まず初等的な
証明が Malouf, Bombieri, Hickerson によってそれぞれ独立に与えられた．Malouf の証明は [9] に述べられ

ている．後に Fomin-Zelevinsky [6]によって，彼らが定義したクラスター代数を用いて，より一般の Somos

数列の場合を含む証明が与えられた．また，組合せ論的な解釈も知られている (cf. [4, Section 11.1.3])．

次に，より古典的な例として，M. Ward [16]によって導入された elliptic divisibility sequenceを挙げる．

例 2. 整数列 {wn}n∈Z が elliptic divisibility sequence（以下 EDSと略す）であるとは，任意の整数m,n

に対し，関係式
wm+nwm−n = wm+1wm−1w

2
n − wn+1wn−1w

2
m (1)

を満たし，m | nならば wm | wn となることをいう．
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式 (1)において，n = 2を代入し，mを n+ 2に置き換えると，

wn+4wn = w2
2wn+3wn+1 − w1w3w

2
n+2

を得る．よって，EDS は Somos 4 数列である．また，式 (1) から，w0 = 0, w1 = ±1 が従う．以下では

w1 = 1と仮定する．

本講演では次の問題を考察する．

問題. K を代数体，v をK の素点，|·|v を v に付随するK 上の乗法付値とする．{sn}を Somos 4数列とし，

すべての整数 nに対して，sn ∈ K とする．

このとき，|sn|v は漸近的にどのような挙動を示すか？

この問題は，{sn} が EDS {wn} である場合にはいくつかの結果が知られている (cf. [1, 2, 5])．特に，

Cheon-Hahn [2]は，v が有限素点の場合に，|wn|v を明示的に書き表した．
また，{sn}が一般の Somos 4数列の場合には，Hone [8, Corollary 2.13]が無限素点 vに対して |sn|v の漸
近評価を与えた（この結果は Somos 5数列に対するものであるが，Somos 4数列は Somos 5数列であること

が知られているので，Somos 4数列にも適用できる）．

本講演での主定理を述べるために，まず Somos数列と楕円曲線との関係を述べる．以下，体K 上の楕円曲

線を考えるときは，Weierstrass方程式

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ai ∈ K

が固定されているものとする．

M. Ward [16]は EDSに対して次を示した．

定理 3 ([16, Theorem 12.1]). {wn}を一般の EDSとする．このとき，ω1, ω2, u ∈ Cが存在して，

wn =
σ(nu)

σ(u)n2 .

ここで，σ はWeierstrassの σ 関数であり，

σ(u) = u
∏

ω∈(ω1Z+ω2Z)\{0}

(
1− u

ω

)
exp

(
u

ω
+

u2

2ω2

)
. (2)

代数的に言い換えると次のようになる．

定理 4. {wn}を一般の EDSとする．このとき，Q上定義された楕円曲線 E と有理点 P ∈ E(Q)が存在して，

wn = ψn(P ).

ここで，ψn は E の n等分多項式である．すなわち，ψn(P )は，

ψn(P )
2 = n2

∏
Q∈E[n]\{O}

(
x(P )− x(Q)

)
を満たすような x(P )と y(P )の多項式である．ただし，E[n] = {Q ∈ E(Q̄)

∣∣ [n]Q = O}である．より正確
な定義については，[12, Definition 1.18], [13, Exercise 3.7]などを参照せよ．
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Somos 4数列に対しても，楕円曲線との関係が様々な研究者によって明らかにされている．その中から簡潔

なものを挙げる．

定理 5 ([7, Theorem 1.1]). {sn}を一般の Somos 4数列とする．このとき，ω1, ω2, u, v, a, b ∈ Cが存在して，

sn = abn
σ(nu+ v)

σ(u)n2 . (3)

ここで，σ は式 (2)で定まる σ 関数である．

代数的には次のような結果が成り立つ．

定理 6 ([15, Theorems 7.2.2 and 7.2.4]). K を体とする．{sn} を一般の Somos 4 数列で，すべての整数

n に対し sn ∈ K となるものとする．このとき，K 上定義された楕円曲線 E，有理点 P,Q ∈ E(K)，定数

θ ∈ K× が存在して，n ≥ 1に対し，

sn = θn(n−1)/2 sn1
sn−1
0

n−1∏
i=1

(
x(P )− x([i]P +Q)

)n−i
. (4)

次に楕円曲線上の局所高さについて述べる．詳しくは [14, Chapter VI]を参照せよ．K を代数体，E をK

上定義された楕円曲線とする．K の素点 v に対し，Kv をK の v での完備化とする．

定義 7. 関数 λv : E(Kv) \ {O} → R が（標準）局所高さ関数 ((canonical) local height function)であ

るとは，次の条件を満たすことをいう．ただし，位相は v 進位相を考える．

1. λv は連続であり，O の任意の開近傍の補集合上で有界である．

2. 極限

lim
P→O

(
λv(P )−

1

2
log |x(P )|v

)
が存在する．

3.（準平行四辺形則）任意の P,Q ∈ E(Kv)に対し，P,Q, P +Q,P −Q 6= O ならば，

λv(P +Q) + λv(P −Q) = 2λv(P ) + 2λv(Q)− log |x(P )− x(Q)|v. (5)

定理 8 (Néron-Tate). 局所高さ関数 λv は一意的に存在する．

注意 9. 局所高さ関数の定義は文献によって異なっている．たとえば，[14, Chapter VI]とは定数の差だけ異

なる．また，この定義は E のWeierstrass方程式の取り方に依存する．

本講演の主定理は次の通りである．

定理 10. K を代数体，vをK の素点とする．{sn}を一般の Somos 4数列で，すべての整数 nに対し sn ∈ K

となるものとする．定理 6によって，{sn}に対応するK 上定義された楕円曲線 E，有理点 P,Q ∈ E(K)，定

数 θ ∈ K× が定まる．このとき，n ≥ 0に対し，

log |sn|v = n(n− 1)

(
λv(P ) +

1

2
log |θ|v

)
+ nλv(P +Q)− (n− 1)λv(Q)

+ n log |s1|v − (n− 1) log |s0|v − λv([n]P +Q). (6)

3



また，λv([n]P +Q)は次のように評価される．

λv([n]P +Q) =

{
O(log n) （v：無限素点）

O(log n(log log n)3) （v：有限素点）
(7)

最後に，定理 10の証明の概略を述べる．式 (6)は式 (4)と式 (5)から従う．また，v が無限素点の場合に

は，式 (3) と局所高さの明示公式 (cf. [14, Chapter VI, §3]) からも同様の公式が証明できる．式 (7) の評価

は，楕円対数の一次形式の評価を用いて証明される．素点 vが無限素点の場合は David-平田 [3]を，有限素点

の場合は Rémond-Urfels [11]をそれぞれ用いる．
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