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§1． 準備

楕円曲線

k：（完全）体 k：kの代数閉体

E/k：k上の楕円曲線 OE： Eの基点

E(k)：楕円曲線の k有理点全体

.

Weierstrass方程式

.

.

.

. ..

.

.

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x + a6
a1, a2, a3, a4, a6 ∈ k

⇓ char(k) 6= 2 nor 3

y2 = x3 + Ax + B A, B ∈ k
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§1． 準備

j不変量・不変微分形式

j = j(E) ：Eの j不変量

ω = ω(E) ：Eの不変微分形式

j(E) = 1728
4A3

4A3 + 27B2

ω =
dx

y

.

.

. ..

.

.

E1/k, E2/k：楕円曲線
E1

∼=k E2 ⇐⇒ j(E1) = j(E2)
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§1． 準備

E/Cの同型類

.

.

. ..

.

.

{ C 内の格子 }/∼ ←→ H/Γ(1) ←→ C
2 2 2

{Λ} = {Λfi} ↔ τ ↔ j(τ )

↔ ↔

{ EΛ : y2 = 4x3 ` g2(Λ)x` g3(Λ) } = { E : y2 = x3 ` 3j(fi)
j(fi)`123 x+

2j(fi)
j(fi)`123 g

2

{ C 上の楕円曲線 }/'C

Λ1 ∼ Λ2 ⇔ ∃c ∈ C s.t. cΛ1 = Λ2

Λτ = Z+ τZ Γ(1) = SL2(Z)/±1

j(τ ) = q−1 + 744 + 196884q + 21493760q2 + · · · , q = e2πiτ
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§1． 準備

Mordell -Weil群

+E : E × E −→ E ; (P, Q) 7→ P +E Q

.

.

. ..
.

.

E(k) : アーベル群 (Mordell -Weil群)

.

定理 （Mordell -Weil）

.

.

.

. ..

.

.

k : 代数体（素体上有限生成な体） ， E/k : 楕円曲線

E(k) ' Zr × Gtors (∃r ∈ Z–0 , ∃Gtors : 有限群)
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§1． 準備

自己準同型写像

E1/k , E2/k : 楕円曲線
φ : E1 −→ E2 ; 射

.

.

. ..

.

.

φ : 同種写像 ⇐⇒def φ(OE1) = OE2

.

.

. ..
. .

φ(P +E1 Q) = φ(P ) +E2 φ(Q) ∀P, ∀Q ∈ E1

Hom(E1, E2) = { φ : E1 → E2; 同種写像 }

.

.

. ..
.

.

Hom(E1, E2) : 自由Z加群， rank(Hom(E1, E2)) ≤ 4

End(E) = { φ : E → E; 同種写像 } : Eの自己準同型環

.

.

. ..

.

.

char(k) = 0 ⇒ rank(End(E)) ≤ 2
i.e. k = C ⇒ rank(End(E)) = 1 or 2
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§1． 準備

C上の楕円曲線

.

.

. ..

.

.

α
C/Λ −→ C/Λ

2 2

z 7→ αz

−→ 7→ 7→ −→

φ (℘(z), ℘
′
(z))

(℘(z), ℘
′
(z)) 7→ = (℘(αz), ℘

′
(αz))

2 2

E −→ E
φ
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§1． 準備

虚数乗法をもつ楕円曲線

End(E) −→∼ O ↪→ K ↪→ C

.

.

. ..

.

.

[α] = [α] α 2 C

[αff] = [α]ff 〈σ〉 = Gal(K/Q)

.

.

. ..

.

.

End(E) ←→ O
2
[α] ↔ α 2

−→ 7→ 7→ 7→ −→

2 [α] = [α] ↔ α 2

End(E) ←→ O
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§1． 準備

虚数乗法をもつ楕円曲線

.

.

. ..
.

.

[α]˜ω = αω (∀α 2 O, ∀ω 2 ΩE)

.

.

. ..

.

.

j 2 OQ

K(j) : KのHilbert類体

[Q(j) : Q] = [K(j) : K] = ]ClK

.

.

. ..

.

.

{ OKに虚数乗法をもつ楕円曲線 } /'C ←→ ClK

2 2

{ Ea } ↔ { a }
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§1． 準備

整数倍写像の明示公式

.

.

. ..

.

.

 1 = 1;  2 = 2y

 3 = 3x4 + 6Ax2 + 12Bx`A2

 4 = 4y(x6 + 5Ax4 + 20Bx3 ` 5A2x2 ` 4ABx` 8B2 `A3)

 2m+1 =  m+2 
3
m `  m`1 

3
m+1 m – 2

2y 2m =  m( m+2 
2
m`1 `  m`2 

2
m+1) m – 2

ffim = x 2
m `  m`1 m+1 m – 1

4y!m =  m+2 
2
m`1 `  m`2 

2
m+1 m – 1

.

.

. ..

.

.

[n](x, y) =
(

φn(x, y)

ψ2
n(x, y) ,

ωn(x, y)

ψ3
n(x, y)

)
n 2 Z–1

[−1](x, y) = (x, −y)
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§2． 結果

類数1の虚二次体

.

類数 1の虚二次体

.

.

.

. ..

.

.

Kd = Q(
√−d) , d = 1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163

.

.

. ..

.

.

αd =

{ √−d ... d = 1, 2
1+
p`d
2

... otherwise

{ 1 , αd} : OKdの基底
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§2． 結果

j不変量

d j(αd) Factors of j(αd)

1 1728 26 · 33

2 8000 26 · 53

3 0 0
7 −3375 −1 · 33 · 53

11 −32768 −1 · 215

19 −884736 −1 · 215 · 33

43 −884736000 −1 · 218 · 33 · 53

67 −147197952000 −1 · 215 · 33 · 53 · 113

163 −262537412640768000 −1 · 218 · 33 · 53 · 233 · 293
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§2． 結果

Weierstrass方程式
Ed : y2 = x3 + Adx + Bd ; End(Ed) = OKd

E1 : y2 = x3 − x,

E2 : y2 = x3 − 30x + 56,

E3 : y2 = x3 + 1,

E7 : y2 = x3 − 35x + 98,

E11 : y2 = x3 − 264x + 1694,

E19 : y2 = x3 − 152x + 722,

E43 : y2 = x3 − 3440x + 77658,

E67 : y2 = x3 − 29480x + 1948226,

E163 : y2 = x3 − 8697680x + 9873093538.
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§2． 結果

主結果

.

.

. ..

.

.

各Edについて，αd倍写像は次のように表せる：

[αd](x, y) =

(
1

α2
d

(
x +

φ¸d(x)

ψ2
¸d

(x)

)
,

y

α3
d

(
1 +

ω¸d(x)

ψ3
¸d

(x)

))

ψαd
, φαd

, ωαd
2 OKd

[x]
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§2． 結果

確認事項

End(E)の元であること :

X =
1

α2
d

(
x +

φ¸d(x)

ψ2
¸d

(x)

)
, Y =

y

α3
d

(
1 +

ω¸d(x)

ψ3
¸d

(x)

)
として，

Y 2 = X3 + AdX + Bd

αd倍写像であること :

[αd][αd] = [αdαd]

埋め込み方も考慮に入れる場合 :

[α]˜ω = αω ⇔ dX

Y
= αd

dx

y
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§2． 結果

例 (d = 1, 2, 3)

.

.

. ..

.

.

[α1](x, y) = (−x, α1y) ⇔ [i](x, y) = (−x, iy)

[α3](x, y) = (α3x, y) ⇔ [ω](x, y) = (ωx, y)

[α2](x, y) =
(

1

α2
2

(
x +

−36(x − 4)

(x − 4)2

)
,

y

α3
2

(
1 +

−18(x − 4)

(x − 4)3

))

=
(

−1

2

(
x − 36

(x − 4)

)
, − y

2
√−2

(
1 − 18

(x − 4)2

))
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§2． 結果

例 (d = 43)

.

.

. ..

.

.

 43 = ¸43x
5 ` 12(21¸43 + 11)x

4
+ 172(134¸43 + 121)x

3 ` 3784(263¸43 + 320)x
2

+29584(699¸43 + 1045)x` 59168(2826¸43 + 4951)

ffi43 = 344(22(29¸43 ` 88)x
9

+ (619641` 233211¸43)x
8

+ 3784(9936¸43 ` 23045)x
7

`8944(392131¸43 ` 791164)x
6

+ 59168(3525891¸43 ` 6159571)x
5

`29584(277458944¸43 ` 416931603)x4
+ 20353792(10500091¸43 ` 13445696)x3

`40707584(87263617¸43 ` 93970855)x
2

+ 2625639168(13032756¸43 ` 11580809)x

`875213056(166383621¸43 ` 118657286))

!43 = 688((649¸43 + 3509)x
13

+ 363(730¸43 + 4279)x
12 ` 4120776(12¸43 + 77)x

11

+516(10766883¸43 + 76903057)x
10 ` 59168(7036286¸43 + 57389409)x

9

+355008(61228382¸43 + 592271339)x8 ` 30530688(26155900¸43 + 317859729)x7

+15265344(1319129386¸43 + 22162728049)x6

`1312819584(240772331¸43 + 6789516888)x
5

+3500852224(532901684¸43 + 50071254101)x
4

+75268322816(476338494¸43 ` 33221736493)x3

`1806439747584(527103790¸43 ` 13555658919)x
2

+12946151524352(711380145¸43 ` 11387935757)x

`51784606097408(673230288¸43 ` 7951005307))
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§3． 考察
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§3． 考察

アルゴリズム

1. n = |αd|2等分多項式ψnを求める．

2. ψnをQ上で因数分解し，該当するQ上既約多項式ψ
0
を選ぶ．

3. ψ
0
をKd上で因数分解し，該当するKd上既約多項式をψ¸d

とする．

4. 係数が決まっていない多項式φ
0
を用意し，

Φ(x) = 1
¸2
d

(
x + ffi

0
(x)

 2
¸d

(x)

)
をΦの xに代入して，

通分した後の分母をψ
0
nとする．

5. ψ
0
nとψnが一致するようなφ

0
をφ¸dとする．

6. ψ¸dとφ
0
¸d
から x成分を構成し，y成分は不変微分を使って

求める．
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§3． 考察

例 K = Q(
√−5)（類数 2）の場合

β =
√−5

.

.

. ..
.

.

K˛ = Q(β), OK˛ = Z+ βZ

.

.

. ..
. .

hK˛ = 2, j(β) : x2 − 1264000x − 681472000 = 0 の根

.

.

. ..

.

.

[β](x, y) =

(
1

β2

(
x +

φ˛(x)

ψ2
˛(x)

)
,

y

β3

(
1 +

ω˛(x)

ψ3
˛(x)

))

ψβ, φβ, ωβ 2 OKβ
[x]
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§3． 考察

例 K = Q(
√−5)（類数 2）の場合

E˛;1 : y2 = x3 −15(21650+5967
√

5)x+4180(21650+5967
√

5)

.

.

. ..

.

.

ψβ = −x2 + (695 + 225
√

5)x − 129925 − 90738
√

5

φβ = 72(21650 + 5967
√

5)x3 − 1080(1393000 + 786741
√

5)x2

+1080(639113791 + 352507230
√

5)x
−9000(11488491805 + 6471088308

√
5)

ωβ = 72(21650 + 5967
√

5)x4 − 360(4006075 + 2916783
√

5)x3

+1080(813332477 + 509573655
√

5)x2

−1800(88716208049 + 88359212745
√

5)x
+360(34326214125625 + 42741624432726

√
5)
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§3． 考察

例 K = Q(
√−5)（類数 2）の場合

E˛;2 : y2 = x3 −15(21650−5967
√

5)x+4180(21650−5967
√

5)

.

.

. ..

.

.

ψβ = x2 + (−695 + 225
√

5)x + 129925 − 90738
√

5

φβ = 72(21650 − 5967
√

5)x3 − 1080(1393000 − 786741
√

5)x2

+1080(639113791 − 352507230
√

5)x
−9000(11488491805 − 6471088308

√
5)

ωβ = 72(−21650 + 5967
√

5)x4 − 360(−4006075 + 2916783
√

5)x3

+1080(−813332477 + 509573655
√

5)x2

−1800(−88716208049 + 88359212745
√

5)x
+360(−34326214125625 + 42741624432726

√
5)
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§3． 考察

例 Q(
√−1)の（極大でない）整環

γ = 1 + 2
√−1

.

.

. ..
.

.

K‚ = Q(
√−1), O‚ = Z+ γZ

.

.

. ..

.

.

]P ic(O‚) = 1, j(γ) = 287496

.

.

. ..

.

.

E‚ : y2 = x3 − 11x + 14

ψγ = γx2 + (−3γ − 5)x + 2γ + 9

φγ = 44(γ +5)x3 − 12(13γ +105)x2 +4(33γ +581)x +12(γ − 115)

ωγ = −44(9γ − 35)x4 + 2000(γ − 5)x3 + (23640 − 2856γ)x2

−176(γ + 135)x + 2132γ + 8260
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