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1. イントロダクション

Riemannのゼータ関数

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns
(Re(s) > 1)

ζ(s)のゼータ積分

f ∈ S(R) = {R上の急減少関数} に対して，ゼータ積分Z(f ; s)を

Z(f ; s) :=

∫ ∞

0

ts−1
∑
n ̸=0

f(tn)dt = Φ(f ; s)ζ(s) (Re(s) > 1)

で定義する．(
Φ(f ; s) :=

∫ ∞

−∞
|t|s−1f(t)dt ：局所ゼータ関数

)



Z(f ; s)の解析接続と関数等式

Poissonの和公式∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z
F(f)(n)

(
F(f)(y) :=

∫ ∞

−∞
f(x)e2π

√
−1xydx

)
において，f(x)をf(tx)に置き換えて整理すると，∑

n∈Z

f(tn) = t−1
∑
n∈Z

F(f)(t−1n) (t > 0)

となる．この等式を用いると，次のZ(f ; s)の表示が得られる：

Z(f ; s) =

∫ ∞

1

ts−1
∑
n̸=0

f(tn) dt− f(0)

s

+

∫ ∞

1

t−s
∑
n̸=0

F(f)(tn) dt− F(f)(0)
1− s

.

この表示により，Z(f ; s)はC上有理型に解析接続され，さらに関数等式
Z(f ; 1− s) = Z(F(f); s)をみたす事が分かる．



局所関数等式

局所ゼータ関数Φ(f ; s)は以下の局所関数等式をみたす：

Φ(F(f); s) = 2(2π)−s cos
(πs

2

)
Γ(s)Φ(f ; 1− s).

注意1 Φ(f ; s)を定義する積分は，{
f ∈ S(R)のとき，領域Re(s) > 0上で絶対広義一様収束する．

f ∈ C∞
0 (R×)のとき，C上で絶対広義一様収束する．

ここで，C∞
0 (R×) := { コンパクト台を持つR×上のC∞級関数}．

注意2 Fourier変換FはS(R)からS(R)への同相写像を定める．
また，Fourier変換の反転公式

F(F(f))(x) = f(−x) (x ∈ R, f ∈ S(R))
が成り立つ事も注意しておく．



ζ(s)の解析接続と関数等式

Z(f ; s) = Φ(f ; s)ζ(s)より，ζ(s)はC上有理型に解析接続される．

また，次のようにして，ζ(s)の関数等式が得られる：

Z(f ; 1− s) = Z(F(f); s) =⇒ Φ(f ; 1− s)ζ(1− s) = Φ(F(f); s)ζ(s)

=⇒ Φ(f ; 1− s)ζ(1− s) = 2(2π)−s cos
(πs

2

)
Γ(s)Φ(f ; 1− s)ζ(s)

(∵ 局所関数等式)

=⇒ ζ(1− s) = 2(2π)−s cos
(πs

2

)
Γ(s)ζ(s) ：ζ(s)の関数等式

Poissonの和公式と局所関数等式によって

ζ(s)の解析接続と関数等式は与えられる!!



2. R上の超関数の保型対の定義

超関数(distribution)の復習

TがR上の超関数(distribution)

⇐⇒定義 T : C∞
0 (R)→ C C-線型写像で次の条件をみたす：

∀Ω : R上のコンパクト集合　に対して，∃n ∈ Z≥0, ∃c > 0 s.t.

|T (f)| ≤ c

n∑
i=0

sup
x∈R

∣∣∣f (i)(x)
∣∣∣ (

f ∈ C∞
0 (R) s.t.

supp(f) ⊂ Ω

)
.

ここで，f (i)はfの第i次導関数である．

D′(R) := {R上の超関数(distribution)}

注意 R上の連続関数f1はC∞
0 (R) ∋ f 7→

∫
R
f1(x)f(x) dx ∈ Cと

同一視する事でD′(R)の元と見なせる．



Fourier展開で定義される超関数

L : Rの格子
M(L) := {α : L→ C | αの増大度は高々多項式程度}
α ∈M(L)に対して，D′(R)の元Tαを次のように定義する：

Tα(f) =
∑
l∈L

α(l)F(f)(l) (f ∈ C∞
0 (R)).

注意 C∞
0 (R) ∋ f 7→ F(f)(l) ∈ Cは，R上の連続関数x 7→ e2π

√
−1lxに

対応するD′(R)の元である．

保型因子

µ ∈ C×とν ∈ Cに対して，“保型因子” Jµ,νを次のように定義する：

Jµ,ν(x) := µsgn(x)|x|−2ν−1 (x ∈ R×).

f ∈ C(R×)に対し，fµ,ν,∞(x) := Jµ,ν(x)f(−1/x) (x ∈ R×)とおく．



保型対

L1, L2 : Rの格子

このとき，

A(L1, L2; Jµ,ν)

:=

{
(Tα1 , Tα2)

∣∣∣∣∣ α1 ∈M(L1), α2 ∈M(L2)

Tα1(f) = Tα2(fµ,ν,∞) (f ∈ C∞
0 (R×))

}
の元を，保型因子Jµ,νの(L1, L2)に関する超関数の保型対という．

ここで，f ∈ C∞
0 (R×)はf(0) = 0とおく事でC∞

0 (R)の元とみなす．

注意 (fµ,ν,∞)µ,ν,∞ = fより，

(Tα1 , Tα2) ∈ A(L1, L2; Jµ,ν) ⇐⇒ (Tα2 , Tα1) ∈ A(L2, L1; Jµ,ν).



保型対の例 : Eisenstein超関数

Re(ν) > 0となるν ∈ Cに対して，Eν ∈ D′(R)を

Eν(f) =
1

2

∑
m ̸=0

∞∑
n=−∞

|m|−2ν−1f
( n

m

)
(f ∈ C∞

0 (R))

で定義する．

このとき，f ∈ C∞
0 (R×)に対して，

Eν(f1,ν,∞) =
1

2

∑
m,n̸=0

|m|−2ν−1f1,ν,∞

( n

m

)
=

1

2

∑
m,n̸=0

|m|−2ν−1
∣∣∣ n
m

∣∣∣−2ν−1

f
(
−m

n

)
= Eν(f)

より，Eν(f1,ν,∞) = Eν(f)が成立する．



また，Eνは，

Eν(f) =
1

2

∑
m ̸=0

|m|−2ν−1
∞∑

n=−∞
f
( n

m

)
=

1

2

∑
m ̸=0

|m|−2ν−1|m|
∞∑

n=−∞
F(f) (mn) (∵ Poissonの和公式)

= ζ(2ν)F(f)(0) +
∑
n ̸=0

σ−2ν(|n|)F(f)(n) (∵ mn→ n)

とFourier展開される．ここで，σs(n) =
∑

0<d|n

dsとする．

以上により，(Eν , Eν) ∈ A(Z,Z;J1,ν)である事が分かる．

注意 EνのFourier係数は，SL(2,Z)に関する実解析的Eisenstein級数の

Fourier係数と(本質的に)一致している．



この後の話の流れ

関係式Tα1
(f) = Tα2

(fµ,ν,∞)は次のような和公式に書き直せる：∑
l∈L1

α1(l)F(f)(l) =
∑
l∈L2

α2(l)F(fµ,ν,∞)(l).

この和公式と局所関数等式があれば，§1のζ(s)の場合と

同様にして，α1, α2から定義されるL関数の解析接続や

関数等式などが得られる．

• §3: この事と，その“逆”が成立する事を紹介する．

• §4: 超関数の保型対は，モジュラー形式やMaass形式の一般化と

見なせる事を紹介する．

• §5: Rq上の超関数の保型対に関する研究を紹介する．



超関数の保型対に関する既知の結果

[1] 鈴木利明氏は，Symn(R)上の超関数の保型対のFourier係数から
定まる L関数はC上有理型に解析接続され，関数等式をみたす事
を証明した．さらに，Symn(R)上のEisenstein超関数を構成して，
Siegel Eisenstein級数に付随するKoecher-Maass級数の解析接続
と関数等式の証明を与えた．

[2] 佐藤文広氏と田村敬太氏は，可換放物型の概均質ベクトル空間上
の超関数の保型対を定義し，鈴木利明氏の手法を一般化する事で，

そのFourier係数から定まるL関数はC上有理型に解析接続され，
関数等式をみたす事を示した．

注意1 概均質ベクトル空間上で定義される局所ゼータ関数は，C上
有理型に解析接続され，局所関数等式をみたす．

注意2 §2∼ 4で扱うR上の超関数の保型対は，[2]の(GL(1), V (1))
の場合にあたる．また，§5で扱うRq上の超関数の保型対は，

[2]の(GL(1)× SO(q), V (q))の場合にあたる．



3. 保型対とL関数

L関数

α ∈M(L)に対して，L関数ξ±(α; s)を次のように定義する：

ξ±(α; s) :=
∑

0<l∈L

α(±l)
ls

(Re(s)≫ 0).

ξ±(α; s)のゼータ積分

α ∈M(L)とf ∈ C∞
0 (R×)に対して，ゼータ積分Z(α, f ; s)を

Z(α, f ; s) :=

∫ ∞

0

ts−1
∑

0̸=l∈L

α(l)F(f)(tl)dt (Re(s)≫ 0)

= Φ+(F(f); s)ξ+(α; s) + Φ−(F(f); s)ξ−(α; s)
で定義する． (

Φ±(f ; s) :=

∫ ∞

0

ts−1f(±t)dt : 局所ゼータ関数
)



Z(αi, f ; s)の解析接続と関数等式

(Tα1 , Tα2) ∈ A(L1, L2; Jµ,ν) であるとき，和公式∑
l∈L1

α1(l)F(f)(l) =
∑
l∈L2

α2(l)F(fµ,ν,∞)(l) (f ∈ C∞
0 (R×))

を用いると，次のようなZ(α1, f ; s)の表示が得られる：

Z(α1, f ; s) =

∫ ∞

1

ts−1
∑

0̸=l∈L1

α1(l)F(f)(tl)dt−
α1(0)F(f)(0)

s

+

∫ ∞

1

t−s−2ν
∑

0̸=l∈L2

α2(l)F(fµ,ν,∞)(tl)dt− α2(0)F(fµ,ν,∞)(0)

−s− 2ν + 1
.

この表示により，Z(α1, f ; s)はC上有理型に解析接続され，関数等式
Z(α1, f ; s) = Z(α2, fµ,ν,∞;−s− 2ν + 1)

をみたす事が分かる．



局所関数等式

局所ゼータ関数Φ±(f ; s)は次の等式をみたす：

(1) (Φ+(F(f); s),Φ−(F(f); s))
= (2π)−sΓ(s)(Φ+(f ;−s+ 1),Φ−(f ;−s+ 1))γ(s) (f ∈ S(R)).

ここで，γ(s) =

(
eπ

√
−1s/2 e−π

√
−1s/2

e−π
√
−1s/2 eπ

√
−1s/2

)
とする．

(2) (Φ+(fµ,ν,∞; s),Φ−(fµ,ν,∞; s))

= (Φ+(f ;−s+2ν+1),Φ−(f ;−s+2ν+1))Σµ (f ∈ C∞
0 (R×)).

ここで，Σµ =

(
0 µ−1

µ 0

)
とする．

注意 Φ±(f ; s)を定義する積分は，{
f ∈ S(R)のとき，領域Re(s) > 0上で絶対広義一様収束する．

f ∈ C∞
0 (R×)のとき，C上で絶対広義一様収束する．



ξ±(αi; s) の解析接続と関数等式

α ∈M(L)に対して，Ξ±(α; s) := (2π)−sΓ(s)ξ±(α; s)とおくと，

Z(α, f ; s) = (Φ+(F(f); s),Φ−(F(f); s))
(
ξ+(α; s)

ξ−(α; s)

)
= (Φ+(f ;−s+ 1),Φ−(f ;−s+ 1))γ(s)

(
Ξ+(α; s)

Ξ−(α; s)

)
．

(∵ 局所関数等式)

この等式を用いて，Ξ±(αi; s)はC上有理型に解析接続される．

また，Z(α1, f ; s) = Z(α2, fµ,ν,∞;−s− 2ν + 1) を上の等式と

(Φ+(fµ,ν,∞; s),Φ−(fµ,ν,∞; s))

= (Φ+(f ;−s+ 2ν + 1),Φ−(f ;−s+ 2ν + 1))Σµ

を用いて書き下すと，Ξ±(αi; s)の関数等式が得られる．



定理1

(Tα1
, Tα2

) ∈ A(L1, L2; Jµ,ν)のとき，次の(c1),(c2),(c3)が成立する：

(c1) Ξ+(α1; s)とΞ−(α1; s) はC上有理型に解析接続され，

γ(s)

(
Ξ+(α1; s)

Ξ−(α1; s)

)
+

(
α1(0)

s
12 −

α2(0)

s+ 2ν − 1
Σµ

)(
1

1

)
は整関数となる.

(c2) γ(s)

(
Ξ+(α1; s)

Ξ−(α1; s)

)
= Σµγ(−s−2ν+1)

(
Ξ+(α2;−s− 2ν + 1)

Ξ−(α2;−s− 2ν + 1)

)
(c3) σ1 < σ2をみたす任意のσ1, σ2 ∈ Rに対して，

Ξ±(α1; s) = O(1) (|s| → ∞) on σ1 ≤ Re(s) ≤ σ2.

注意 (Tα1 , Tα2) ∈ A(L1, L2; Jµ,ν) ⇐⇒ (Tα2 , Tα1) ∈ A(L2, L1; Jµ,ν)

であるから，定理1において，(c1)と(c3)はα1とα2を入れ替え

ても成立する事に注意する．



定理2

α1 ∈M(L1), α2 ∈M(L2)が定理1の(c1),(c2),(c3)をみたすとき，

(Tα1 , Tα2) ∈ A(L1, L2; Jµ,ν)となる．

■ 定理2の証明の要点：
• Step 1 等式

Z(αi, f ; s) = (Φ+(f ;−s+ 1),Φ−(f ;−s+ 1))γ(s)

(
Ξ+(αi; s)

Ξ−(αi; s)

)
により，Ξ±(αi; s)の性質(c1),(c2),(c3)は，ゼータ積分Z(αi, f ; s)の

性質に書き換えられる．

• Step 2 Mellinの逆公式より，∑
0̸=l∈Li

αi(l)F(f)(tl) =
1

2π
√
−1

∫
Re(s)=σ

Z(αi, f ; s)t
−s ds (σ ≫ 0)

という等式が得られる．この等式により，ゼータ積分の諸性質から保

型対の定義にある和公式が得られる． □



4. 保型対と保型形式

周期的超関数

L : Rの格子， L∨ := {l ∈ R | lL ⊂ L} : Lの双対格子

D′(L∨\R) :=
{
T ∈ D′(R)

∣∣∣∣ T (f( · + l)) = T (f)

(l ∈ L∨, f ∈ C∞
0 (R))

}
.

定理3 (well-known)

M(L) ∋ α 7→ Tα ∈ D′(L∨\R) は全単射である．

注意 定理3より，D′(L∨\R)に対して，唯1つのα ∈M(L)が存在して，

T (f) = Tα(f) =
∑
l∈L

α(l)F(f)(l) (f ∈ C∞
0 (R))

と表せる．この表示をTのFourier展開という．



定理3より，

A(Jµ,ν) :=
{
(T1, T2)

∣∣∣∣ T1, T2 ∈ D′(R)
T1(f) = T2(fµ,ν,∞) (f ∈ C∞

0 (R×))

}
とおくと，

A(L1, L2; Jµ,ν) =
(
D′(L∨

1 \R)×D′(L∨
2 \R)

)
∩ A(Jµ,ν)

と表せる．



SL(2,R)とその部分群

G := SL(2,R), g := Lie(G)

P = NM : Gの放物型部分群

N :={nx | x ∈ R}, M :={my | y ∈ R×},

nx :=

(
1 x

0 1

)
, my :=

(
y 0

0 1/y

)
.

G = PwN ⊔ P : Bruhat分解

= PN̄ ⊔ Pw−1,

N̄ := wNw−1 =

{
n̄x :=

(
1 0

x 1

)∣∣∣∣x ∈ R
}
, w :=

(
0 −1
1 0

)
.

ρ : GのC∞(G)上の右正則作用，すなわち，

(ρ(g)ϕ)(h) = ϕ(hg) (h, g ∈ G, ϕ ∈ C∞(G)).



球主系列表現

ν ∈ Cに対して，

IP (ν) :=

{
ϕ ∈ C∞(G)

∣∣∣∣ ϕ(nxmyg) = |y|2ν+1ϕ(g)

(x ∈ R, y ∈ R×, g ∈ G)

}
とおく．このとき，(ρ, IP (ν))をGの球主系列表現という．

i ∈ {1, 2}に対して，ιν,i : C
∞
0 (R)→ IP (ν)を次のように定義する：

ιν,1(f)(g) :=

{
|y|2ν+1f(x) if g = nx′mywnx ∈ PwN,

0 if g ∈ P.

ιν,2(f)(g) :=

{
|y|2ν+1f(x) if g = nx′myn̄−x ∈ PN̄,

0 if g ∈ Pw−1.

このとき，w nx = n−1/xm1/xn̄1/x (x ∈ R×)より，

ιν,1(f) = ιν,2(f1,ν,∞) (f ∈ C∞
0 (R×))

が成立する．



IP (ν)
∨ := {T : IP (ν)→ C 連続なC-線型写像} IP (ν)の連続双対空間

命題4

ι̃ν : IP (ν)
∨ ∋ T 7→ (T ◦ ιν,1, T ◦ ιν,2) ∈ A(J1,ν) は全単射である．

■ 命題4の証明の要点：

G = PwN ∪ PN̄はGの開被覆である．

⇝ 任意のϕ ∈ IP (ν)に対して，ϕ = ιν,1(f1) + ιν,2(f2)となる

f1, f2 ∈ C∞
0 (R)が存在する．

この事を用いて，ι̃νの逆写像を構成できる． □

注意 一般のA(Jµ,ν)は，SL(2,R)の普遍被覆群の主系列表現の
連続双対空間と対応している．



滑らかな保型形式

Γ : Gの離散部分群

滑らかな保型形式の空間A∞(Γ\G)を

A∞(Γ\G) :=

ϕ ∈ C∞(G)

∣∣∣∣∣∣
ϕ(γg) = ϕ(g) (γ ∈ Γ).

ρ(Z(gC))ϕは有限次元．

ϕは一様緩増加．


で定義し，Gはこの空間に右正則作用ρで作用するとする．

ここで，Z(gC)はgの複素化gCの普遍包絡環の中心である．

注意1 普通は保型形式を考える際は，ΓはΓ\Gが体積有限になるように
とるが，この講演ではΓは単にGの離散部分群としておく．

注意2 通常の保型形式の定義には“K-有限”という条件も加わる．

“滑らかな保型形式”という呼び名はWallachに倣っている．



HomG(IP (ν),A∞(Γ\G))

:=

{
η : IP (ν)→A∞(Γ\G)

∣∣∣∣ ηは連続C-線型写像
ρ(g)η(ϕ)= η(ρ(g)ϕ) (g ∈ G, ϕ∈ IP (ν))

}
(
IP (ν)

∨)Γ := {T ∈ IP (ν)
∨ | T (ρ(γ)ϕ) = T (ϕ) (γ ∈ Γ, ϕ ∈ IP (ν))}

命題5 (Wallach?)

Ψν : HomG(IP (ν),A∞(Γ\G))→
(
IP (ν)

∨)Γ は全単射である．
∈ ∈

η 7→ (ϕ 7→ η(ϕ)(12))

(逆写像は， (ϕ 7→ T (ρ( · )ϕ)) 7→ T で与えられる．)



保型対と保型形式

Γℓ = Γ(L1,L2) : {nl | l ∈ L∨
1 } ∪ {n̄l | l ∈ L∨

2 }が生成するGの部分群．

命題6

T ∈
(
IP (ν)

∨)Γℓ
に対して，

ι̃ν(T ) = (T ◦ ιν,1, T ◦ ιν,2) ∈ A(L1, L2; J1,ν)が成立する．

■ 命題6の証明の要点：

定義より，f ∈ C∞
0 (R)に対して，

• ιν,1(f( · + l)) = ρ(nl)ιν,1(f) (l ∈ L∨
1 ).

• ιν,2(f( · + l)) = ρ(n̄−l)ιν,2(f) (l ∈ L∨
2 ).

が成立する事を用いれば，容易に示せる． □



定理7

(Tα1
, Tα2

) ∈ A(L1, L2; J1,ν)に対して，T = ι̃−1
ν (Tα1

, Tα2
) ∈ IP (ν)

∨

とおく．このとき，

T ∈
(
IP (ν)

∨)Γℓ⇐⇒ α1, α2は(c4)をみたす．

(c4) ξ±(α1; s)とξ±(α2; s)は，共にC上有理型に解析接続されて，
C− {1,−2ν + 1}上正則で，s = 1,−2ν + 1では高々1位の

極しか持たない．

注意 Knopp (1978)の結果より，L1 = L2 = 1
2Zの場合に(c1),(c2),(c3)

をみたし，(c4)をみたさないL関数が存在する事が分かっている．

従って，保型形式に由来しない超関数の保型対も存在する．



■ 定理7の証明の要点：

l ∈ Rとϕ ∈ IP (ν)に対し，Jacquet積分Jl(ϕ)を次のように定義する：

Jl(ϕ) :=

∫
R
ϕ(wnx)e

2π
√
−1lxdx

右辺はRe(ν) > 0の範囲でしか，

一般には絶対収束しないが，適切

にC上に拡張する．

.

Jl(ιν,1(f)) = F(f)(l) とTα1(f) = T (ιν,1(f))より，Tα1のFourier展開

は次のように書き直せる：

T (ιν,1(f)) =
∑
l∈L1

α1(l)Jl(ιν,1(f)) (f ∈ C∞
0 (R)).

この展開は

T (ϕ) =
M∑

m=0

β1(m)(ρ(Xm
− )ϕ)(12) +

∑
l∈L1

α1(l)Jl(ϕ) (ϕ ∈ IP (ν))

という形の展開に拡張される．ここで，X− =

(
0 0
1 0

)
∈ n̄ = Lie(N̄).



Tα2のFourier展開も同様に，係数β2(m)の項を付け加えた形で拡張さ

れ，それらを用いて次が示せる(簡単のため，2ν ̸∈ Z≤0とする)：

• T がT (ρ(nl)ϕ) = T (ϕ) (l ∈ L∨
1 , ϕ ∈ IP (ν))をみたす

⇐⇒ すべてのm ≥ 1に対して，β1(m) = 0である．

• T がT (ρ(n̄l)ϕ) = T (ϕ) (l ∈ L∨
2 , ϕ ∈ IP (ν))をみたす

⇐⇒ すべてのm ≥ 1に対して，β2(m) = 0である．

• ξ±(α1; s)とξ±(α2; s)はs = −2ν + 1, m+ 1 (m ∈ Z≥0)を除いて

正則で，これらの点では高々1位の極を持ち，

Res
s=m+1

ξ±(α1; s) = (±2π
√
−1)mβ2(m),

Res
s=m+1

ξ±(α2; s) = (±2π
√
−1)mβ1(m).

これらから定理7の主張は得られる． □

注意 証明中の拡張されたFourier展開は，保型形式のJacquet積分を

用いたFourier展開と一致する．



まとめ

これまでに述べた事をまとめると，次の可換図式になる：

M(L1)×M(L2) ←−1 : 1−−−→ D′(L∨
1 \R)×D′(L∨

2 \R)

⊂ ⊂{
(α1, α2)∈M(L1)×M(L2)

s.t. (c1), (c2), (c3)

}
⊂{

(α1, α2)∈M(L1)×M(L2)

s.t. (c1), (c2), (c3), (c4)

}
←−1 : 1−−−→ A(L1, L2;J1,ν) ⊂ A(J1,ν)

−−
→

←−
→

←−−−1 : 1−−−−−→
(
IP (ν)

∨)Γℓ ⊂ IP (ν)
∨

←−
→

HomG(IP (ν),A∞(Γℓ\G))

1 : 1

1 : 1



いくつかの注意

• 条件を強める事で，Γℓより大きい離散群に関する保型形式も扱える．

例えば，α1 = α2 = α ∈M(L)が(c1), (c2), (c3), (c4)をみたすとき，

Γ̃ℓをΓℓとwが生成する群とすると，T := ι̃−1
ν (Tα, Tα)は

(
IP (ν)

∨)Γ̃ℓ

の元である．特に，L = Zなら Γ̃ℓ = SL(2,Z)である．

• 2νが負の奇数でないとき，HomG(IP (ν),A∞(Γ\G))の元ηは

Maass波動形式と対応している．実際，ϕ0 ∈ IP (ν)を

ϕ0(g) = (c2 + d2)−ν−1/2

(
g =

(
a b
c d

)
∈ G

)
で定義すると，

φ(x+
√
−1y) := η(ϕ0)(nx m√y) (x ∈ R, y ∈ R>0)

はMaass波動形式である．



• 2νが奇数であるとき，球主系列表現(ρ, IP (ν))は可約である．

正の偶数κに対して，IP
(
−κ−1

2

)
は正則離散系列表現と反正則離散系

列表現を商表現にもっており，HomG

(
IP
(
−κ−1

2

)
,A∞(Γ\G)

)
の元η

は正則モジュラー形式と反正則モジュラー形式の組に対応している．

実際，ϕ±
κ ∈ IP

(
−κ−1

2

)
を

ϕ±
κ (g) =

(d∓
√
−1c)κ

c2 + d2

(
g =

(
a b
c d

)
∈ G

)
で定義し，

φ±(x+
√
−1y) = y−κ/2η(ϕ±

κ )(nx m
√
y) (x ∈ R, y ∈ R>0)

とおくと，φ+とφ−はそれぞれ重みκの正則モジュラー形式と反正則

モジュラー形式である．



5. Rq上の超関数の保型対

記法

q ≥ 2 : 整数

x = t(x1, x2, · · · , xq), y = t(y1, y2, · · · , yq) ∈ Rqに対して，

⟨x, y⟩ = txy = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xqyq

とおく．

x ∈ Rqに対して，|x| =
√
⟨x, x⟩とおく．

Rq上の可積分関数fに対して，そのFourier変換を

F(f)(y) :=
∫
Rq

f(x)e2π
√
−1⟨x,y⟩dx (y ∈ Rq)

で定義する．

D′(Rq) := {R上の超関数(distribution)}



Fourier展開で定義される超関数

L : Rqの格子

M(L) := {α : L→ C | αの増大度は高々多項式程度}
α ∈M(L)に対して，D′(Rq)の元Tαを次のように定義する：

Tα(f) =
∑
l∈L

α(l)F(f)(l) (f ∈ C∞
0 (Rq)).

保型因子

ν ∈ Cに対して，“保型因子” Jνを

Jν(x) := |x|−2ν−q (x ∈ Rq − {0})
と定義する．また，f ∈ C(Rq − {0})に対して，

fν,∞(x) := Jν(x)f

(
− 1

|x|2
x

)
(x ∈ Rq − {0})

とおく．



保型対

L1, L2 : Rqの格子

このとき，

A(L1, L2; Jν)

:=

{
(Tα1 , Tα2)

∣∣∣∣∣ α1 ∈M(L1), α2 ∈M(L2)

Tα1(f) = Tα2(fν,∞) (f ∈ C∞
0 (Rq − {0}))

}
の元を，保型因子Jνの(L1, L2)に関する超関数の保型対という．(
f ∈ C∞

0 (Rq − {0})はf(0) = 0とおく事でC∞
0 (Rq)の元とみなす．

)

注意 (fν,∞)ν,∞ = fより，

(Tα1 , Tα2) ∈ A(L1, L2;Jν) ⇐⇒ (Tα2 , Tα1) ∈ A(L2, L1; Jν).



調和多項式付きL関数

Hd(Rq) := {Rq上のd次同次調和多項式関数}

=

Q

∣∣∣∣∣∣
Q(x) = Q(x1, x2, · · · , xq)はd次同次多項式,(

∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ · · ·+ ∂2

∂x2
q

)
Q(x) = 0

 .

Q ∈ Hd(Rq)とα ∈M(L)に対して，L関数ξ±(Q,α; s)を

ξ(Q,α; s) :=
∑

l∈L−{0}

Q(l)α(l)

|l|s+d
(Re(s)≫ 0).

で定義する．さらに，

Ξ(Q,α; s) := π−s+q/2 Γ
(
s+d
2

)
Γ
(−s+d+q

2

)ξ(Q,α; s)

とおく．



定理 8

(α1, α2) ∈M(L1)×M(L2)とする．このとき，

(Tα1 , Tα2) ∈ A(L1, L2; Jν) ⇐⇒ ∀d ∈ Z≥0, ∀Q ∈ Hd(Rq)に対して，

次の(C1),(C2),(C3)が成立する：

(C1) Ξ(Q,α1; s) はC上有理型に解析接続され，d ̸= 0ならば整関数で

ある．また，d = 0かつQ = 1ならば

Ξ(1, α1; s) + vol(Sq−1)

(
α1(0)

s
− α2(0)

s+ 2ν − q

)
は整関数となる. ここで，vol(Sq−1) = 2π−q/2Γ(q/2)とする．

(C2) Ξ(Q,α1; s) = (−1)dΞ(Q,α2;−s− 2ν + q).

(C3) σ1 < σ2をみたす任意のσ1, σ2 ∈ Rに対して，
Ξ(Q,α1; s) = O(1) (|s| → ∞) on σ1 ≤ Re(s) ≤ σ2.

注意 (Tα1 , Tα2) ∈ A(L1, L2; Jν) ⇐⇒ (Tα2 , Tα1) ∈ A(L2, L1; Jν)

だから，定理8の(C1)と(C3)でα1とα2を入れ替えても良い．



いくつかの注意

• SO0(1, q + 1)の球主系列表現から滑らかな保型形式のなす空間への

SO0(1, q + 1)-準同型写像から，Rq上の超関数の保型対が構成できる

事が分かっている．

• 概均質ベクトル空間のゼータ関数で，(C1), (C2), (C3)をみたすもの

が存在する？


